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Zij © een vast, positief, irrationaal getal, Er zijn verschil-
lende stellingen die handelen over de benadering van € door rationa-
le getallen p/a. Zo zegt een klassieke stelling van Hurwitz dat er
oneindig veel stellen natuurlijke getallen p,q zljn, zodanig dat

-2 2
le-3le F

(hierbij kan in het algemeen de constante V5 niet vergroot worden).
Anders gezegd: er zijn oneindig veel stellen natuurlijke getallen
p,q, zodanig dat qg(e-p/q) een getal is in het interval (-1/V5,1/V/5).
In het volgende zullen we met J(O) aangeven de verzameling van de
getallen van de vorm

(1) q2(8 -p/q) (p,q natuurlijke getallen).

En we zullen, in het voetspoor van Cugilani [1] , de verdeling van
J(8) over de gehele re¥le as, niet slechts in de buurt van het punt
0, beschouwen, Dit zal leiden tot een nieuwe karakterlistlieke eigen-
schap van de kwadratische getallen,

Krachtens de genoemde stelling van Hurwitz liggen steeds oneln-
dig veel gehele getallen van J(8) in het interval (-1/V5, 1/V5).
Sluit men bepaalde getallen uit, dan kan dit interval verklelnd wor-
den. Uit de theorle van de kettingbreuken valt gemakkelijk de vol-
gende stelling 1 af te leiden (zie [1] ):

Stelling 1, Het punt O is dan en slechts dan verdichtingspunt van
J(e), als de wijzergetallen van de regelmatige kettingbreuk

(2) 6= [a,,a,,a5,...]

niet begrensd zijn. .

We lelden uit stelling 1 meteen een conclusie voor de verdeling
van J(@) op de re#le as af. Uit de vorm der getallen (1) volgt: als
A€ J(@) en k een natuurlijk getal is, dan is ook k20453(9). Uit
stelling 1 volgt dan: zijn de wijzergetallen in (2) niet begrensd,



-

dan 1is J(®) overal dicht op de halfrechte van de positieve getallen
of op de halfrechte van de negatieve getallen, Interessant is dus
slechts het geval dat de wijzergetallen a, begrensd zijn.

We zullen de verzameling van de verdichtingspunten van J(8)
aangeven met J'(@). Dan hebben we de volgende
Stelling 2. De verzameling J'(@) is dan en slechts dan discreet als
© een kwadratlsch getal is.

Bovenstaande stelling geeft ons een nieuwe karakterlstieke el-
genschap van de kwadratische getallen, van geheel andere vorm dan
het bekende criterium van Lagrange:

De regelmatige kettingbreuk waarin een getal € ontwikkeld kan

worden 1s dan en slechts dan periodiek als @ een kwadratisch
getal is.
Overigens zullen we bij het bewigs van stelling 2 gebrulk maken van
het criterium van Lagrange.
Bewijs van stelling 2. Krachtens stelling 1 mogen we zonder bezwaar

onderstellen dat de wijzergetallen a, in de kettingbreuk voor 6 be-
grensd zign. Zij dus

(3) 1 sar}%ii voor n=1,2,...,

waarbij k een zeker natuurlijk getal is. We verdelen nu het bewljs
in 4 punten. Eerst zullen we twee hulpresultaten bespreken; daarna
zullen we achtereenvolgens het voldoende en het nodig zijn van de
voorwaarde besprecken,

1. Bekend is dat p/q een naderende breuk is van 8 , indien
iqz(p/q-éé)' < % is. Deze eigenschap kan als volgt gegeneraliseerd
worden (zie [2] ):

Hulpstelling 1. ILaten p_/q., P4/q4, Pp/Gp, ... de naderende breuken

van € zijn. Zij Y een positief getal en laten p en q twee natuur-
lijke getallen zljn met

la®(p/a-e)l <y, {p/q—f91<.E%g .
Dan zijn er een index n en twee gehele getallen a,b, z4 dat
p=ap,_4+PP, 5 » Q= 80, _4+bq, o
Osbsasc(k,y) = 2‘/}(}%2)3 .
Op grond van deze hulpstelling 1ligt het voor de hand naast J(@)
de verzamelingen Ja,b(e) in te voeren, bestaande ult de getallen

8 p,. _.tb p
(4) g'n(a,b) = (8 Qn__1+b qn_g)?ﬁ( - n-2

a qn—1+b qn-z -0),

waarbij 2 en b gehele getallen zijn met a 31, b 20 en n de natuurlijke
getallen 22 doorloopt.



Uit hulpstelling 1 volgt nu: voor elke y >0 is de doorsnee
van J(@) en het interval (- Ys )) op eindig veel punten na bevat in
de verenlging van de verzamelingen Ja B(e), waarvoor Osb a2 éC(k,)’).
Anderzijds vormen de getallen §na,b) 5og vrij goede benaderingen van
€ en is dus elke verzameling Ja,b(9> begrensd. ZiJ nu J‘a,b(e) de
verzameling van de verdichtingspunten van J (6). Uit de twee ge-

a,b
noemde feiten volgt dan:
(5) Je) = \UJ I, L8 = U g, L (e).
O=zb=za g a,b ’
Tevens:

Hulpstelling 2. De verzameling J'(8) is dan en slechts dan discreet
als elke verzameling J! (8) eindig is.

a,b
2, We stellen
. .
a, = Lan’an+1’an+2""] (n=1,2,...).
Bekend is dat «
a_ p +P
(6) 6 = : n-1 -2 yoor n=2,3,...,
%n qn—1+qn—2

als pn/qn de naderende breuken van & zijn., Vult men dit in in (4),dan
krijgt men na een kleine omwerking

NN 1
() E:LWT_&W. b+a7~n1+b}’

n -

Ay
5 o

waarin A _=q  ,/q o= [an_q,an~2,...,a1 ] . Dus bestaat Ja’b(e) uit
de getallen fn(a’b) (n:2), waarvoor (7) geldt.

3. Laten we aannemen, dat @ kwadratisch is. Dan is de ketting-
breuk [ao,aq,ae,...] periodiek. Dan is ook de rij der resten a:
periodiek. Verder is het duidelijk dat in dit geval de rij der getal-
len “n—ﬂ slechts een eilndlg aantal verdichtingspunten heeft. Dan
heeft ook voor vaste a en b de rij der getallen fn(a’b) slechts een
eindig aantal verdichtingspunten, en 1s dus elk der verzamelingen
J‘a,b(e) eindig. Wegens hulpstelling 2 is dus J'(e) discreet.

L, Laten we nu aannemen dat J'(8) discreet is. Dan is elke verzame-
ling J', b(e) eindig. We hoeven dit slechts toe te passen met a=b=1

s
en met a=2, b=1. Allereerst kan men bewljzen:

a) de rij {a;‘} heeft slechts eindig veel verdichtingspunten,
Onderstellen we eens dat dit niet waar is. Dan is er, omdat
J'q,q(e) en J’Q’q(e) eindig zijn, een oneindige rij verschillende ge-
tallen fi(i=1,2,...) en een dubbeloneindige rij van indices n(i,J),

zodanig dat voor elke 1 geldt:



4.

o]

17 n(1,3) — oo als j-—s oo

2°, (—1)n(1’3»%’(1f12 nadert voor j —scoo tot een van i onaf-
n(lsJ) :

hankelljke limiet <x1

3°, (—1)n(1’J2/f(%f13> nadert voor j —s oo tot een van i onaf-
2

hankelijke limiet oty

o *
L=, an(i,j) — py als j——soo,

Voor elke 1 geldt dan

lim 1 N 1 121 [ S— 1 )~=oﬁ,

PR 5 A N Ju~aoot7%7-—1 nn<1’j)_1+1j
n(1,J)

lim % { i + i l = limi { 21 + 1 .1=a§

S {2 g 2y gyt | R S ?;;~—1 2kn(i,j)—1+qj
n(1,3)

Daaruit kan men gemakkelijk een tegenspraak afleiden, Daarmee 1s a)
bewezen.

.Paten fﬁ’fE""’fg de verdichtingspunten van de rij {azzzijn.
Er zijn drie 1ndices n,m,i met n<m sn+g, 1isg, zodanlg dat

1

o -l <& s lam - Al < g s

waarbij £, een willekeurig gekozen positief getal 1s. Daarult volgt
dat er indices n,m zijn met n <ms¢ n+g, zodanig dat de kettingbreuk-
ontwlkkelingen van a:'en a; tot een willekeurig gegeven index over-
censtemmen, Daarult volgt dat de rij {an} periodiek is. Dus 1s & een
kwadratisch getal.

Daarmee is het bewijs van stelling 2 voltooild.
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